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EINLEITUNC 
In (61 wurde kiirzlich ein bewerteter K&-per konstruiert, dessen Bewertung 
sich sowohl in den topologischen als such algebraischen Eigenschaften 
wesentlich von den invarianten Bewertungen unterscheidet. So ist die 
induzierte Topologie keine Korpertopologie und aul3erdem nicht lokal 
beschrlnkt. Vor allem aber zeigt das Beispiel, darj der Approximationssatz 
fur allgemeine Bewertungen ohne Zusatzbedingungen nicht gilt. 
Wir betrachten in dieser Arbeit zwei Bedingungen (A) und (B), die sich 
als Stetigkeitsforderungen an die Inversenbildung in 0 und co in der 
projektiven Erweiterung x = KU (03 } des Korpers K interpretieren lassen. 
Es wird gezeigt, darJ under der Voraussetzung (A) zwei Bewertungen genau 
dann unabhangig sind, wenn sie verschiedene Topologien induzieren. Hierbei 
ist die Bedingung (A) sogar eine notwendige Voraussetzung. Erfiillt nlmlich 
eine Bewertung die Bedingung (A) nicht, so gibt es zu der Bewertung eine 
konjugierte Bewertung, die eine verschiedene Topologie induziert, aber 
abhangig ist. 
Unter der Voraussetzung von (A) lal3t sich weiter der Unabhangigkeitssatz 
beweisen. (Fur je endlich viele unabhangige Bewertungen gibt es stets ein 
Element mit vorgeschriebenen Werten.) Der Approximationssatz selbst ist 
bekanntlich in der kommutativen Theorie eine einfache Folgerung des 
Unabhlngigkeitssatzes. Fur die Ubertragung des Beweises auf nicht- 
kommutative Korper benijtigen wir die Bedingung (B). Wegen der 
topologischen Kennzeichnung der Unabhlngigkeit der Bewertungen la& sich 
der Approximationssatz such rein topologisch formulieren. 
Auch die Bedingungen (A) und (B) lassen sich topologisch kennzeichnen. 
(A) ist dazu Equivalent, dafi die induzierte Topologie eine Korpertopologie 
ist, und (B), da13 die Topologie lokal beschrlnkt ist. Beide Bedingungen 
zusammen sind gleichwertig damit, darj die Bewertung eine V-Topologie im 
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Sinn von Kaplansky [2] induziert. Bewertungen, die beide Bedingungen (A) 
und (B) erfiillen, bezeichnen wir daher kurz als I’-Bewertungen. Invariante 
Bewertungen sowie alle in [ 51 angegebenen Beispiele nicht-invarianter Bewer- 
tungen sind V-Bewertungen. Dagegen ist die Bewertung des in 161 
konstruierten Korpers keine V-Bewertung. 
Urspriinglich haben geometrische Fragen zur Definition der allgemeinen 
Bewertungen gefilhrt ([ 4, 71). Zur algebraischen Beschreibung von 
Homomorphismen projektiver Rlume sind die invarianten (d.h. 
Schillingschen [8]) Bewertungen zu speziell. Hinzu kommt, da13 bisher keine 
geometrisch einfach formulierbare Bedingung bekannt ist, die mit der 
Invarianz der induzierten Bewertungen aquivalent ist. Etwas gunstiger ist die 
Situation bei den V-Bewertungen, die sich gegeniiber den allgemeinen Bewer- 
tungen durch eine hohere Symmetrie auszeichnen. Die Homomorphismen 
projektiver Raume, die zu I’-Bewertungen fiihren, lassen sich geometrisch 
mit Hilfe von Viereckschnitten beschreiben. 
1. DEFINITIONEN 
Es sei K ein nicht notwendig kommutativer K&per und KX die 
multiplikative Gruppe von K. Eine surjektive Abbildung K + W, x tt 1 xl, 
wobei W eine linear geordnete Menge mit kleinstem Element 0 ist, heil3t eine 
Bewertung von K, wenn folgende Axiome gelten 
(Bl) IxI=Ot>x=O, 
032) Ix +.Y ,< Max(lxl, lull 
(B3) Zu jedem x E K existiert eine ordnungserhaltende Abbildung 
v(x): W+ Wmit lxyl=u(x)/yl fur alleyEK. 
Mit Wx sei die Menge der von Null verschiedenen Elemente von W 
bezeichnet. Fur / 1 I E W sol1 abkilrzend 1 geschrieben werden. Wir werden 
im folgenden stets (ohne ausdriicklich darauf hinzuweisen) die triviale 
Bewertung aus der Betrachtung ausschlieljen. Fur Wx gilt dann: Zu jedem 
F E Wx gibt es F’, E” E Wx mit E’ < F < E”. 
Unmittelbar aus der Definition ergeben sich folgende Regeln 
(1) Fur /x/f lyl gilt lx+.r = Max(lxl, Ivl). 
(2) 1st JZL = 1, so folgt 1x1 = Ixu[ fur alle XE K. 
(3) Fur x # 0 ist v(x) ein Automorphismus von W, und es gilt v(xy) = 
u(x) v(u) fur alle x,y E K. 
Die Menge 
B=(xEK1Ix/<l) 
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ist ein Bewertungsring von K (d.h. ein Teilring B von K mit x E B oder 
x-i E B fur alle x E Kx .) Man kann zeigen, dalj such umgekehrt zu jedem 
Bewertungsring B eine Bewertung existiert, deren Bewertungsring mit B 
iibereinstimmt ([ 5 1). 
Der Bewertungsring einer Bewertung ist ein lokaler Ring mit dem 
maximalen Ideal 
M=(xEKIlxl< 1). 
1st die Bewertung nicht-trivial, so ist M # 0. 
Eine Bewertung llljt sich genau dann als multiplikative oder Schillingsche 
Bewertung schreiben, wenn der Bewertungsring B invariant gegen innere 
Automorphismen des Korpers ist (d.h. XBX-’ = B fur alle x E K “). 
Eine nicht-leere Teilmenge I von K heil3t ein (gebrochenes) Rechts- bzw. 
Linksideal beztiglich B, wenn 1x s I bzw. xl&I fur alle x E B gilt. Man 
zeigt leicht, da0 I beziiglich der Addition eine Gruppe ist, da13 insbesondere, 
falls I in B enthalten ist, I ein Ideal im iiblichen Sinn ist. Ferner gilt, da13 die 
Menge der Rechts- bzw. Linksideale durch Inklusion linear geordnet ist. 
Ein echtes zweiseitiges Ideal P von B heiBt vollprim, wenn B/P 
nullteilerfrei ist. Die vollrimen Ideale von B entsprechen eineindeutig 
hinsichtlich der Abbildung P t-t P* = (x E K 1 1 @ xP) den Oberringen von 
B und damit den subordinierten Bewertungen ([ 5 1). 
Im folgenden benutzen wir eine einfache Kennzeichnung der vollprimen 
Ideale. 
HILFSSATZ 1. Eine nicht-leere Teilmenge P des maximalen Ideals M ist 
genau dann ein vollprimes Ideal von B. wenn P folgende Bedingung erftillt 
(PI Ausx,yEKundxyEPfolgtxEPoderyEP. 
Beweis. Wegen der Nullteilerfreiheit van B/P ist die Bedingung (P) 
erfiillt, wenn x und y in B liegen. Sind aber x oder y nicht Elemente von B. 
etwa x 64 B, so ist x- ’ E B, also y = x- ‘(xy) E P. Folglich gilt (P). 
Aus der Bedingung (P) folgt umgekehrt, da13 P ein zweiseitiges Ideal von 
B ist. Wire namlich x E P, y E B, aber xy oder yx nicht in P, so wiirde aus 
x= (xq’)J’--’ =y-‘(yx) E P aufgrund von (?) >I-’ E PC M. also 
1 =JJ~~ E M und damit ein Widerspruch folgen. Die Nullteilerfreiheit von 
B/P ergibt sich direkt aus (P). 
2. BEWERTUNGSTOPOLOGIEN 
Es sei ( /: K + W eine Bewertung von K und B der zugehorige Bewer- 
tungsring. Das System 
‘U={U,I&E W”) mit UC= (xEK[lxl<~} 
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definiert als Umgebungsbasis der Null eine T,-Topologie auf K. Wegen xB = 
(yEK]]y],<]x]} ist such 
U= (xBIxEKX}, 
d.h. die von Null verschiedenen Rechtsideale von B bilden eine 
Umgebungsbasis der Null. 
Zwei Bewertungen bzw. ihre zugehorigen Bewertungsringe heirjen 
topologisch Equivalent, wenn sie gleiche Topologien induzieren. Es gilt ([ 61). 
HILFSSATZ 2. Gibt es einen Bewertungsring B f K, der die Bewer- 
tungsringe B, und B, umfa&, so sind B, und B, topologisch aquivalent. 
Eine Bewertungstopologie ist, wie man leicht sieht, eine Gruppentopologie 
beziiglich der Addition. In [6] wurde gezeigt, da13 Bewertungen im 
allgemeinen keine Kdrpertopologien induzieren. Es gilt ([6]). 
SATZ 0. Folgende Aussagen sind iiquivalent 
(1) Die von der Bewertung induzierte Topologie ist eine Korper- 
topologie. 
(2) Die Rechtsmultiplikationen x M xa sind stetig. 
(3) Die zu B konjugierten Bewertungsringe U-‘Ba, a E K ‘, erzeugen 
dieselbe Topologie wie B. 
(4) Jedes von Null verschiedene Linksideal enthalt ein von Null 
verschiedenes Rechtsideal. 
Erglnzend hierzu beweisen wir 
SATZ 1. Eine Bewertungstopologie ist genau dann eine Ktirpertopologie, 
wenn die Bewertung folgende Bedingung erfullt 
(A) Zu jedem 6 > 0 gibt es ein E > 0, so daJ fir alle x E Kx gilt 
Beweis. 1st S eine Teilmenge von K, so sei 
S-‘={xEKX/x-‘ES) 
die Menge der Inversen von S. 
481/76/l-19 
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= {YE KX I~xEM} 
= Mx-‘\(O}, 
wobei M das maximale Ideal von B ist. 
Urn den Satz zu beweisen, setzen wir als erstes die Bedingung (A) voraus. 
EsseiIeinLinksideal#Oundy~Z,y#O.Zu6=~y~’~gibtesein~>O 
mit 
Das Rechtsideal {x E K ) IxI< E) liegt dann in I: Aus IxI< E, x # 0, folgt 
namlich lx-‘1 > ~3=Iy~‘l, also x-r @y-‘B, also XE (Cy-‘B)-’ ~A4ysZ. 
Damit ist die Bedingung (4) von Satz 0 erfiillt, also ist die induzierte 
Topologie eine Korpertopologie. 
Wir zeigen nun die Umkehrung. Es sei 6 > 0 gegeben und u E K mit 
I UI = 6. Nach Satz 0 liegt in dem Linksideal Mu-’ ein Rechtsideal vB, v # 0. 
Essei~=~vl.IstxEK~ mitIxl<c,sofolgtxE:vB,alsoxEMu~‘.Nach 
der obigen Formel ist dann x E (CUB)-‘, also x-’ fZ MB, also lx ’ 1 > 
Ill =a. 
Eine Teilmenge S von K heil3t linksbeschrlnkt, wenn zu jeder 
Nullumgebung U ein x E KX mit XS c U existiert. Entsprechend lautet die 
Definition rechtsbeschrankter Mengen. Eine Menge S hei& beschrankt, wenn 
S sowohl links- als such rechtsbeschrankt ist. 
Eine Topologie auf K heil3t lokal beschrlnkt, wenn eine beschrgnkte 
Nullumgebung existiert. Fur Bewertungstopologien gilt: Die von einem 
Bewertungsring B erzeugte Topologie ist genau dann lokal beschrankt, wenn 
zu jedem vEKX ein u E Kx mit Bu I: vB existiert oder etwas allgemeiner 
formuliert, wenn in jedem von Null verschiedenen Rechtsideal ein von Null 
verschiedenes Linksideal liegt. 
SATZ 2. Eine Bewertungstopologie ist genau dann lokal beschrinkt, 
wenn die Bewertung folgende Bedingung erfiillt 
(B) Zu jedem E > 0 gibt es ein 6 > 0, so daJ fiir alle x E Kx gilt 
(XI > 6=>Ix-‘(<&. 
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Beweis. (1) Wir setzen als erstes (B) voraus. Es sei vB eine beliebige 
Nullumgebung aus ‘?I. Zu E = [VI gibt es ein 6 > 0 mit 
Es sei u E K mit I u -’ / = 6 und m # 0 aus dem maximalen Ideal M. Wir 
zeigen Bmu E vB: Es sei XE Bmu G Mu, xf 0. Wegen Mu\(O} = 
(CU~‘B)~’ ist dann XE (CZY’B)~‘, also lx-’ > IuP’) =6 und damit 1x1~ 
E = I VI, also x E vB. Damit ist B eine beschrankte Nullumgebung. 
(2) Die induzierte Topologie sei nun umgekehrt lokal beschrankt. 1st 
c>OgegebenundvEKX mit~v~=~.InvBliegtdanneinBu,uEKX.Fiir 
6 = I u -- ’ I gilt 
also (B). 
Kaplansky ([ 21) nennt eine Topologie auf einem K&per K eine V- 
Topologie, wenn fur jede Teilmenge S von K, die zu einer Nullumgebung 
disjunkt ist, die Menge S-’ der Inversen beschrlnkt ist. Die Topologien der 
von Kaplansky oder der von Kowalsky und Diirbaum ([3 1) untersuchten 
Bewertungen sind samtlich V-Topologien. Bei den hier betrachteten 
allgemeinen Bewertungen ist dies nicht mehr der Fall. Es gilt 
SATZ 3. Eine Bewertungstopologie ist genau dann eine V-Topologie, 
wenn sie eine lokal beschriinkte K6rpertopologie ist (d.h. wenn die Bewertung 
die Bedingungen (A) und (B) erfiillt). 
Beweis. (1) Die induzierte Topologie sei eine V-Topologie und I ein 
von Null verschiedenes Linksideal von B. Wir wlhlen ein Element x # 0 aus 
I. Da (CxB)-’ linksbeschrankt ist, gibt es ein y # 0 mit y(CxB)-’ cr B. 
Beriicksichtigt man die Formel aus dem Beweis von Satz 1, so folgt 
yMx-’ G B, also yM5 Bx c 1. Damit liegt das von Null verschiedene 
Rechtsideal yM in I. Nach Satz 0 ist die induzierte Topologie eine Korper- 
topologie. 
Es sei vEKX. Weil (CUB)- ’ rechtsbeschrankt ist, gibt es ein x # 0 mit 
(CUB)-‘XLVB, also Mu-‘XGVB. 1st mEM, m#O und u=mv-‘x, so 
folgt Bu s vB. Damit ist die induzierte Topologie lokal beschrlnkt. 
(2) Wir setzen nun voraus, dal3 die induzierte Topologie eine lokal 
beschrankte Korpertopologie ist. Es sei S eine Teilmenge von K, die disjunkt 
zu einer Nullumgebung xB, x E Kx, ist. Urn die Beschranktheit von S ’ zu 
zeigen, geben wir uns eine beliebige Nullumgebung U vor. Es gibt dann ein 
UEKX mit uB c U. Weil die induzierte Topologie eine lokal beschrankte 
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Korpertopologie ist, gibt es aul3erdem U, w E Kx mit vB c Bx und Bw & uB. 
Wegen S ~ ’ E (CxB) ~ ’ E Bx- ‘ folgt 
S-‘XWCBWEUBGU 
und 
Damit ist S-i beschrankt. 
Wir nennen eine Bewertung kurz eine A-Bewertung, wenn sie die 
Bedingung (A), eine I’-Bewertung, wenn sie die Bedingungen (A) und (B) 
erfiillt. 
Zur ubersicht stellen wir die bisherigen Erqebnisse nochmals zusammen. 
(I) Folgende Aussagen sind lquivalent 
(1) Die Bewertung ist eine A-Bewertung. 
(2) Die induzierte Topologie ist eine Korpertopologie. 
(3) In jedem von Null verschiedenen Linksideal von B liegt ein von 
Null verschiedenes Rechtsideal. 
(II) Folgende Aussagen sind liquivalent 
(1) Die Bewertung ist eine V-Bewertung. 
(2) Die induzierte Topologie ist eine lokal beschrlnkte Korper- 
topologie. 
(3) In jedem von Null verschiedenen Linksideal von B liegt ein von 
Null verschiedenes Rechtsideal und in jedem von Null verschiedenen 
Rechtsideal ein von Null verschiedenes Linksideal. 
In einem invarianten Bewertungsring sind wegen XB = Bx fur alle x E K 
alle Ideale zweiseitig. Invariante Bewertungen sind daher V-Bewertungen. 
Trivialerweise sind dann such alle Bewertungen, die zu invarianten Bewer- 
tungen topologisch lquivalent sind, V-Bewertungen. 
Eine zweite Klasse von V-Bewertungen bilden die unendlichen Bewer- 
tungen. (Eine Bewertung heiljt unendlich, wenn ihr Bewertungsring in keinem 
maximalen Bewertungsring enthalten ist ([ 3]).) 
Beweis. Es sei Z ein von Null verschiedenes Rechts- oder Linksideal von 
B. 1st P ein vollprimes Ideal, so gilt P 5 Z oder Z c P. Waren slmtliche von 
Null verschiedenen vollprimen Ideale griirjer als I, so ware ihr Durchschnitt 
ebenfalls von Null verschieden, weil er Z umfaBt. Es gtibe dann in B ein 
minimales vollprime Ideal, dem ein maximaler Bewertungsring von K 
entsprlche, der B umfarjt ([S], Satz 8). Dies widerspricht aber der 
Voraussetzung, da13 die Bewertung unendlich ist. Damit existiert ein von Null 
verschiedenes vollprime Ideal in I. 
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Aus diesem Beweis geht auljerdem hervor, da13 bei unendlichen Bewer- 
tungen die von Null verschiedenen vollprimen Ideale eine Umgebungsbasis 
der Null bilden. 
3. UNABHANGIGE BEWERTUNGEN 
DEFINITION. Zwei Bewertungen 1 II: K+ W, und / 12: K + W, heiBen 
unabhangig, wenn zu beliebigen E, E WY und Ed E W: ein x E K mit 
existiert. 
l-4, = El und lxl2 = E2 
Diese Bedingung 1IBt sich abschwichen. Es gilt 
HILFSSATZ 3. Zwei A-Bewertungen sind genau dann unabhkzgig, wenn 
zu~,EW:stetseinxEKmit 
existiert. 
1x1, GE1 und I42 > 1 
Beweis. Trivialerweise ist die Bedingung fiir unabhangige Bewertungen 
erfiillt. Es ist nur eine Beweisrichtung zu zeigen. 
Es sei E, E Wp. Wegen der Surjektivitlt der Bewertung gibt es ein u in K 
mit I u 1, = E, . Aufgrund der Bedingung gibt es ferner ein x E K mit 1x1, < E, 
und [xl2 > 1. Setzen wir 
z=x falls 1x1, = E,, 
=u+x falls 1x1, < a, 2nd Iu(, < 1, 
u falls I u I2 > 1 ist 
so ergibt sich 
lzl, = 61 und 1212 a 1. 
Wir machen nun eine Fallunterscheidung. 
1. Fall. Es sei E, < 1. Setzt man 
w=z falls lz12 = 1, 
=z(l +zj-’ falls lz12 > 1 ist, 
so gilt, wie man leicht nachpriift, 
Iwl1 = El und Jw12= 1. 
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2. Full. Esseisl>l.Nach(A)gibteseinsEW,mitO<e<l,sodafi 
fur alle u E KX 
iuI,<e~lu-‘~, >E, 
gilt. Wie im ersten Fall gezeigt wurde, gibt es ein u E K mit ) z.1, = E und 
lulz= 1. Es sei ferner VEK mit IuI,=s,. Dann ist Iu-ll, >c,=luI,, also 
) uu II < 1. Wieder, wie im ersten Fall gezeigt, gibt es ein z E K mit Iz 1, = 
IuuI, und Iz(~ = 1. Fur w= K’.Z gilt dann 
IdI =&I und lwI*= 1. 
Insgesamt ist gezeigt, da13 es zu beliebigem E, E WT stets ein w mit 
gibt. 
14, =&I und 142 = 1 
Es seien nun c1 E Wf und c2 E Wf gegeben. Sei y E K mit Lyle = E*. Wie 
eben gezeigt wurde, gibt es ein w E K mit [WI, = v,(~~‘)E, und lwlZ = 1. 
Fur x = yz gilt dann 1x1, = .si und lxlz = E,. Damit sind die Bewertungen 
unabhangig. 
HILFSSATZ 4. Es seien B, und B, Bewertungsringe von K mit den 
maximalen Idealen Ml und M,. Dann ist 
P= {xEKIxB,EM,} 
ein echtes Rechtsideal von B, und ein echtes Linksideal von B,. Sind B, und 
B, topologisch iiquivalent, so ist P# 0. 
Beweis. Aus x E P folgt (xB,) B, c xB, c M, und (B,x) B, = B,(xB,) G 
B,M,~M,,alsogiltPB,~PundB,PcP.AusPB,~M,undlEB,folgt 
PG M,. Ferner gilt P E M,. Denn ware x E P, aber x @ M,, so wiirde 
x-’ E B,, also 1 =xx-’ EM, folgen. 
Sind die von B, und B, erzeugten Topologien gleich, so ist M, eine 
Nullumgebung beziiglich der von B, erzeugten Topologie, d.h. es existiert ein 
x#O mit xB,cM,. Damit ist PfO. 
SATZ 4. Zwei A-Bewertungen sind genau dann unabhiingig, wenn sie 
verschiedene Topologien induzieren. 
Beweis. (1) Wir betrachten P = {x E K I xB, c M,}. Sind die von den 
beiden Bewertungen induzierten Topologien gleich, so ist P # 0 nach 
Hilfssatz 4. Hiervon gilt such die Umkehrung. Es sei P # 0. Fur u E P, 
u # 0, gilt dann, weil P ein Rechtsideal von B, ist, 
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Da P ein Linksideal #O von B, und 1 I2 eine A-Bewertung ist, gibt es ein 
Rechtsideal vB,, v # 0, das in P liegt. Es ist dann 
Daher sind die von B, und B, erzeugten Topologien gleich. 
Damit ist gezeigt: Die von den beiden Bewertungen induzierten 
Topologien sind genau dann verschieden, wenn P = 0 ist. 
(2) Es sei P = 0. Urn zu zeigen, daB dann die Bewertungen 
unabhlngig sind, benutzen wir Hilfssatz 3. Es sei E, E Wr. Wir wlhlen ein 
zEKmit~zl,=&,.Wegen~fOistz~P,alsozB,~M~.Esgibtdaherein 
yE B, mit x=zy@M,. Dann ist 
IX/l G IZll = El und /x/2 > 1. 
Nach Hilfssatz 3 sind die Bewertungen unabhangig. 
Umgekehrt folgt aus der Unabhangigkeit der Bewertungen, da13 P = 0 ist. 
Ware namlich P # 0 und x E P, x # 0, also xB, 5 M,, so wiirde wegen der 
Unabhlngigkeit der Bewertungen ein z E K mit 
IZII = IX/I und I4 = 1 
existieren. Hieraus folgt x-‘z E B,, also z=x(xp’z)ExB, GM, im 
Widerspruch zu Iz(~ = 1. 
Insgesamt ist damit gezeigt, da13 die Unabhlngigkeit der Bewertungen mit 
P = 0 gleichwertig ist. Dies wiederum ist, wie unter (1) gezeigt wurde, dazu 
aquivalent, daB die induzierten Topologien verschieden sind. 
Bemerkung. Fur die Giiltigkeit von Satz 4 ist die Voraussetzung, da13 die 
Bewertungen die Bedingung (A) erfiillen, also Korpertopologien induzieren, 
notwendig. Wiirde nlmlich eine Bewertung I /: K -+ W keine Korpertopologie 
induzieren, so gibe es nach Satz 0 einen zu B konjugierten Bewertungsring 
aBa-‘, a E KX, der eine andere Topologie als B erzeugt. Eine Bewertung, 
die aBap’ als Bewertungsring besitzt, ist, wie man leicht nachpriift, 
/ I ,: K + W, 1x1, = Ixa I. Die Bewertungen / I und / 1, sind abhlngig. Sei etwa 
/aI < 1. (Im Fall Ial > 1 schlierjt man Ihnlich.) Es folgt dann 1x1, = lxal < 1x1 
fur alle x E K, so da13 nicht beliebige Werte fur beide Bewertungen 
vorgeschrieben werden konnen. Dies zeigt, da13 beide Bewertungen nicht 
unabhangig sind, obgleich sie verschiedene Topologien induzieren. 
Fur Bewertungen kommutativer Korper gilt bekanntlich folgendes 
ringtheoretisches Kriterium fur die Unabhingigkeit: Zwei Bewertungen sind 
genau dann unabhlngig, wenn die zugehorigen Bewertungsringe komaximal 
sind (d.h. wenn kein echter Teilring von K existiert, der die beiden Bewer- 
tungsringe enthalt). 
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Die eine Richtung dieser Aussage folgt aus Hilfssatz 2: Win-den zwei 
Bewertungsringe B, und B, in einem Teilring B #K liegen, so ware B als 
Oberring eines Bewertungsringes selbst ein Bewertungsring und nach 
Hilfssatz 2 wiirden dann die von B, und B, erzeugten Topologien 
iibereinstimmen. Erzeugen daher zwei Bewertungsringe verschiedene 
Topologien, so sind sie komaximal. 
In folgenden Fallen gilt such die Umkehrung: 
(1) Erzeugen B, und B, gleiche Topologien und wird diese Topologie 
such von einem invarianten Bewertungsring B erzeugt, so sind B, und B, 
nicht komaximal. 
Beweis. Wir betrachten 
P, = (xEK[xBcM,} und P,= (xEKIxBcM,), 
wobei M, und M, die maximalen Ideale von B, bzw. B, sind. Es seien 
x,yEK und xyEP,. 1st y@P,, so gibt es ein bEB mit yb&M,, also 
(yb))’ E B,. Wegen der Invarianz von B ist dann 
xB=xyb((yb)-‘B(yb))(yb)-, sxyBB, EM,B, CM,, 
also x E P,. Damit erfiillt P, und entsprechend such P, die Bedingung (P). 
Nach Hilfssatz 4 ist dann P, ein vollprimes Ideal #O von B und B, , P, ein 
vollprimes Ideal #0 von B und B,. Da die Menge der Ideale von B durch 
Inklusion linear geordnet ist, gilt P, E P, oder P, c P, . Es sei etwa P, G P,. 
P, liegt dann in M, und M, und erfiillt die Bedingung (P). Damit ist P, nach 
Hilfssatz 1 ein vollprimes Ideal #O von B, und B,. Ihm entspricht ein 
Oberring P: #K, der B, und B, umfal3t. 
(2) Erzeugen B, und B, gleiche Topologien und ist B, unendlich, so 
sind B, und B, nicht komaximal. 
Beweis. Nach Hilfssatz 4 ist die Menge P = (x E K / xB, G M,} ein von 
Null verschiedenes Rechtsideal von B, . Weil die von Null verschiedenen 
vollprimen Ideale eines unendlichen Bewertungsringes eine Umgebungsbasis 
der Null bilden, existiert ein vollprimes Ideal P, # 0 von B,, das in P 
enthalten ist. P, erfiillt daher die Bedingung (P). AuBerdem ist P und damit 
P, in M, enthalten. Folglich ist P, nach Hilfssatz 1 such ein vollprimes Ideal 
von fii,. Ihm entspricht ein Bewertungsring P: # K, der Oberring von B, und 
B, ist. 
Damit ist gezeigt 
SATZ 5. Es seien 1 1, und 1 Iz zwei Bewertungen mit den Bewer- 
tungsringen B, und B,. 1 /, sei topologisch zu einer invarianten Bewertung 
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liquivalent oder unendlich. Dann gilt: Die Bewertungen sind genau dann 
unabhci’ngig, wenn B, und B, komaximal sind. 
4. DER UNABHANGIGKEITSSATZ 
Im Beweis des Unabhlngigkeitssatzes verwenden wir ein Lemma, das fur 
beliebige Bewertungen ohne Zusatzbedingungen gilt. Die Beweisidee stammt 
von Bourbaki ([I], Chap. VI, 7, 1). 
LEMMA. Es seien / 1, ,..., 1 I,, Bewertungen von K mit den Bewer- 
tungsringen B, ,..., B,. Zu jedem x E KX existiert ein y E KX mit 
IYli=lxli fir die Indizes, fir die x E Bi ist, 
Iyli<<lx-‘li ftirdieIndizes,ftirdiex6?Biist. 
Beweis. Es sei f die Menge der Polynome 
f(t) = 2 a,t’ mit aiEL,a,=a,= 1. 
i=O 
Es sei I die Menge der Indizes i, zu denen ein Polynom f E f mit I f(x)li < 1 
existiert, wobei x das gegebene Element aus Kx ist. Zu jedem i E Z sei ein 
Polynom fi E f mit Ifi(x < 1 fest gewahlt. 1st dann 
F(t) := 1 + t2 JJ fi(t) E 1, 
iel 
so hat y = x(F(x)))’ die gewunschten Eigenschaften: 
1. Fall. Es sei i ein Index mit x E Bi. Es ist dann F(x) E Bi. 1st i E I, so 
folgt, da13 A(x) im maximalen Ideal Mi von Bi liegt, also F(x) = 
1 +x2 n,,,&(x) @ Mi. Damit ist F(x) eine Einheit in Bi. 1st i & I, so kann 
erst recht F(x) nicht in Mi liegen, da in diesem Fall iiberhaupt kein Polynom 
f E f mit f (x) E Mi existiert. Also ist in jedem Fall F(x) eine Einheit in Bi 
und damit 
2. Fall. Es sei i ein Index mit x & B!. Nach Definition ist F ein Polynom 
vom @ad >2, F hat also die Form 
F(t) = t2f’ + a,,,t’f’ + ... + 1 mit I> 0. 
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Es ist dann 
y=x(F(x))-’ =x-‘-‘(1 +a,+,xp’ + ..’ +x-2-‘))‘. 
Weil der in Klammern stehende Ausdruck wegen x-’ E Mi eine Einheit in B, 
ist, gilt 
KOROLLAR. Es seien ci E WY, i = l,..., n gegeben. Es gibt dann ein 
XE KX mit Ixli< Eifiir alle i. 
Beweis. Wir wahlen x, E K mit Ix, 1, = E,. Nach dem obigen Lemma 
existiert ein y, E KX mit 
lY,I,<~,~IY,l2< l,...rlY,ln< 1. 
Induktiv ermittelt man y2,..., y, E KX mit 
lY,lk<~~~ IYkliG l fur i # k, 
wobei 
ist. Fur x = y, . . . y, gilt dann 
SATZ 6. Es seien 1 1, ..., I In paarweise unabhiingige Bewertungen, die 
der Bedingung (A) geniigen. Zu ci E Wf, i = l,..., n, gibt es dann ein x E K 
mit lxli = ei. 
Beweis. (1) Wir setzen zunlchst si < 1 fur alle i voraus. Wir wlhlen 
E; E WX mit E; < ci< 1. Weil I I, und I I2 unabhlngig sind, gibt es ein u E K 
mit 1 u (, = E, , I u I2 = E;. Nach dem Lemma existiert ein y, mit 
IY2l,=~,~lY*/*=G <h,lY213< 1,.-IY*ln< 1. 
Indem man nacheinander die Unabhlngigkeit von ( I, und I Ik fur k = 3,..., n 
benutzt, ergibt sich die Existenz von yk mit 
lykl, = ‘3 Iyklk~~k(L’2”‘yk~,)~‘E~, 
lykli G ’ fiir i = 2 ,..., n, i # k. 
Fiir z, =y, . . . y, gilt dann 
/Z, 11 = EI und lzlli < &i fiir i = 2,..., n. 
BEWERTUNGEN NICHT KOMMUTATIVER K6RPER 293 
Analog ermittelt man z~,..., z, mit 
lZklk = ‘k und l’kli < ‘i fur if k. 
Fur x=z, + ... + z, gilt dann 1x1, = si fur alle i. 
(2) Es seien nun &i > 0 beliebig. Nach (A) gibt es di > 0, so da13 fur 
allexEKX 
gilt. Nach dem obigen Korollar gibt es ein x E KX mit lxli < 6, fur alle i, 
also lY*l, > Ed. Wir setzen .s: = ui(x)si. Wegen Ix-‘(; > si ist el < 1. Wie 
unter (1) gezeigt wurde, gibt es ein y mit I y Ii = E,! fur i = l,..., n. Es ist dann 
/x-‘J’li = u;(x-‘) &I = Ei fur i = l,..., n. 
5. DER APPROXIMATIONSSATZ 
SATZ I. Es seien I /, ,..., 1 In paarweise unabhd’ngige V-Bewertungen. Zu 
ci E Wl und ai E K, i = l,..., n,gibtesdanneinxEKmitIx-aili<eifiir 
alle i. 
Beweis. (1) Wir zeigen als erstes, darj es zu si E Wx ein x E K mit 
Ix- 1 I, < &,3 I.42 <h,..., /xl,, GE, 
gibt. Da die Bewertungen nach Voraussetzung V-Bewertungen sind, geniigen 
sie der Bedingung (B). Zu E, > 0 existiert daher 6, > 0 mit 
(*I 14, > 6, a/u-‘I, GE, 
fur alle u E KX. Wir wahlen 6 E W, mit 6 > Max(G,, 1) und E,! < Min(s,, 1) 
fur i = 2,..., n. Wegen der Unabhlngigkeit der Bewertungen existiert ein 
y E K mit 
Iyl, =S,lyl*=E; ,...‘lyln=Lc;. 
Es sei x=y(l +y))‘. Wegen lyl, > 1 ist 11 +yl, =lyl,, also /I fyi, = 
6 > 6, und damit nach (*) 
I(1 +.Y-‘I, GE,, also Ix-l1,=I-(l+y)~‘/,~&,. 
Es sei nun i ein Index >2. Wegen lyli < 1 ist / 1 +yli= 1, also 1 +J’ und 
damit (1 + y)), eine Einheit in Bi. Daher folgt 
Ixli=ly(l +y))‘/i=Iyli=&;<Ei. 
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(2) Wir zeigen jetzt, daB zu si E WX und a, E K ein x, E K mit 
/X,-~,I,~~,rIX,I*~~*r...~IX,In~~, 
existiert. 
Fur a, = 0 folgt dies aus dem Korollar. 1st a, # 0 und E: = ui(a,) ci, 
i = l,..., n, so existiert nach (1) ein x mit 
lx- lI,~&I,IXI~~&S,...,IXln~&~. 
Dann erfiillt xi = uix die obigen Ungleichungen. 
(3) Entsprechend ermittelt man x2 ,..., x, E K mit 
Ixi - uilj < &i, lxilj < &j fur j # i. 
Fur x =x, + . . . + x, gilt dann 
/x - Uili < Ei fur i = l,..., n. 
Hieraus ergibt sich der Approximationssatz in topologischer For- 
mulierung. (Vergl. [ 9 j!) 
SATZ 8. Sind die von den V-Bewertungen / 1, ,..., / In induzierten 
Topologien z, ,..., r, scimtlich verschieden und sind Oi nicht-leere bezliglich si 
offene Teilmengen von K, so ist der Durchschnitt der Oi nicht leer. 
Beweis. Aufgrund von Satz 4 sind die n Bewertungen unabhingig. Wir 
wahlen ui E Oi und &i E WY, so da13 die Mengen 
Ai= (xEK~lx-~~l~&-~} 
jeweils in Oi enthalten sind. Nach Satz 7 existiert ein Element x E K mit 
Ix - aili < si fur alle i = l,..., n. Damit ist 
xE fj A,G f!) Oi, 
i= I i=I 
also der Durchschnitt der Oi nicht leer. 
Zusatz bei der Korrektur: Wie mir kiirzlich Herr G. Torner mitteilte, sind 
die Bedingungen (A) and (B) aqmivalent. 
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